
回帰分析
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回帰分析ᶞ᷇Ḅーᷛ
目

的
変

数

説明変数ᵻᶹ計算ᶇᶏ予測値

目的変数：ᷪータᶘᶟ別ᶛ
   観測ᶇᶏ指標(連続値)
説明変数：観測ᷪータ

例えᶠᲢ測定コᷜᷫᵼ掛ᵻᶻ変数(目的変数)をᲢ簡易的ᶛ測定ᶗᵽ
ᶻ変数(説明変数)ᵻᶹ予測値を計算ᶉᶻこᶘᵼ出来ᶼᶠᲢᷪータを
収集ᶉᶻコᷜᷫを削減出来ᶻ
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回帰分析ᶞḅᷪḎ

• 単回帰分析

• 重回帰分析(2変数ᶞ場合)
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連続値ᶞ᷒ᷫ᷼Ḏ



重回帰分析ᶞḅᷪḎ
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変数ᶞ数ᵼ少ᶚい場合(p≦n)

Xy = b + e

n(

サ
ン
プ
ル)

目的変数

p(変数)
行列ᶗ書くᶘ次ᶞᶸうᶛ書けᶻ

y=Xb

変数ᶞ数ᵼ多い場合(p>n)

b =(XtX)-1Xty

逆行列(XtX)-1ᵼ計算ᶗᵽᶊᲢbᵼ求ᶮᶹᶚい



逆行列ᵼ計算ᶗᵽᶚいᷔーᷜ
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いᶊᶼᶞ場合ᶲ逆行列ᶟ計算ᶗᵽᶚい
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各変数ᶞ値ᵼ同ᶈᲢᶲᶇくᶟ比例関係ᶛあᶺ相関係数ᵼ1ᶛᶚᶻ場合
ᶟᲢ逆行列ᶞ計算ᵼ出来ᶊᲢ重回帰分析ᶞ回帰係数ᶟ計算ᶗᵽᶚいᲣ
変数同士ᶞ相関ᵼ高い場合Ტ回帰係数を正ᶇく推定ᶗᵽᶚいᷔーᷜᵼ
あᶻこᶘᵼ知ᶹᶼᶖいᶻ
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᷒ᷫ᷼Ḏᶞ直交ᶘ相関

(2,1)

(-1,2)

ᶸᶓᶖᲢx1ᶘx2ᶞ相関係数ᶟ0

x1

x2

x2=(-1,2)

x1=(2,1)

X1ᶞ平均値ᶟᲢ(2+1)/2=3/2

X2ᶞ平均値ᶟᲢ(-1+2)/2=1/2

x1ᶘx2ᶞ共分散ᶟᲢ

x1=(1/2,-1/2)

x2=(-3/2,3/2)

   
3 / 21 1

1/ 2, 1/ 2 (1/ 2) ( 3 / 2) ( 1/ 2) (3 / 2) 0
3 / 22 2

− 
− =  − + −  = 

 

平均値を引いᶏ᷒ᷫ᷼Ḏ

(ᷜコ᷅)᷒ᷫ᷼Ḏᵼ直交ᶇᶖいᶼᶠ
   逆行列ᶟ計算ᶗᵽᲢ回帰係数ᶟ正ᶇく推定可能
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重回帰分析ᶞḅᷪḎ

Xy =
b

+ e

n(

サ
ン
プ
ル)

目的変数

p(変数)

• 一般ᶞ場合(n>p)

一般ᶛ正方行列ᶗᶟᶚいᶞᶗᲢ
   ᶍᶞᶮᶮᶗᶟ逆行列ᵼ計算ᶗᵽᶚい

y=Xb ᶛ左ᵻᶹ(XtX)-1Xtを掛けᶖ

(XtX)-1Xt y= (XtX)-1Xt Xb=b
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解決策(1) ḍᷦᷛ回帰

  1
(1 )k k

−= − +b X'X I X'y

• ḍᷦᷛ回帰

kᵼ1ᶛ近ᶕけᶠ近ᶕくᶫᶙᲢこᶞ行列ᶟ単位行列ᶛ近ᶕくᲣ
単位行列ᶞ逆行列ᶟ単位行列ᶚᶞᶗᲢ回帰係数bᶟ問題ᶚく
計算ᶉᶻこᶘᵼᶗᵽᶻ
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• 重回帰分析
( ) 1−=b X'X X'y



解決策(2) 主成分回帰

• 主成分回帰

1( )−= tb T T T'y

X

y =
b

+ e

n(

サ
ン
プ
ル)

目的変数

p(変数)

T

k(潜在変数)

主成分分析

ᷪータ行列

TtTᶞ逆行列(TtT)-1

ᶟ計算可能
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解決策(3) PLS回帰
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(エタノー⑶濃度)

PLSによる次元␆圧縮(p変数→k変数) 重回帰分析
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฀฀฀
係数a1,a2,b(切片)を
 最小二乗法を用いて推定

重回帰分析

PLS回帰␇、PLSによる次元␆圧縮と重回帰分析を組み合わせ⏷方法
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wXwYY'X =
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• PLS

PLSᶘPLS回帰ᶞ違い

• ᷜコ᷅ᶞ直交化 繰ᶺ返ᶇ
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'= −X X tp

⏷⏸し

本セḂᷭーᶗ紹介ᶇᶖᵽᶏPLS

PLS回帰

PLSᶘᷜコ᷅ᶞ直交化ᶞ操作を繰ᶺ返ᶇ計算ᶇᶖ得ᶹᶼᶻ
ᷜコ᷅を用いᶖᲢ回帰分析を行うᶞᵼPLS回帰



回帰(判別)ḅᷪḎᶞ性能評価

ᷪータ
実測値᳉群情報᳊

i番目ᶞサンプḎを除く

PLS-R ᶲᶇくᶟ PLS-DA

i番目ᶞサンプḎᶞ予測値を計算

繰ᶺ返ᶇ計算

回帰ḅᷪḎ

予測値

実
測

値

例. Leave-one-out cross validation (LOOCV)ᶞ場合

正ᶇく性能評価を行うᶏᶱᶛᶟᲢさᶹᶛ独立ᷩᷜᷫᵼ必要
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k-fold᷒Ḑᷜᷳḍᷪーᷚョン

Xy
サ
ン
プ
ル

変数

y X

y X

cross validation

y X
PLS

yX

ᷫḏーᷮンᷓセᷦᷫ
ᷳḍᷪーᷚョンセᷦᷫ

᷒ḐᷜᷳḍᷪーᷚョンᶛᶸᶓᶖᲢ最適ᶚ潜在変数(ᷜコ᷅)ᶞ数を推定ᶉᶻ

予測誤差(予測残差平方和)

予測値ᶞ計算

PRESS(Predictive REsidual Sum of Squares)
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PLS回帰ᶛᵺけᶻ最適ᶚ潜在変数ᶞ推定例
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潜在変数ᶞ数
(PLSᷜコ᷅ᶞ数)

予
測

誤
差

予測誤差ᵼ最小

回帰分析や判別分析ᶗᶟᲢ潜在変数ᶞ数ᶛ対ᶇᶖ予測誤差ᵼ最小ᶞḅ
ᷪḎを選択ᶉᶻᶞᶗᲢPLSᶗᶟᶚくPLS回帰やPLS-DAを使う



回帰ḅᷪḎᶞ性能評価(R2ᶘQ2)

R2ᶘQ2を性能評価ᶞ基準(○○以上ᶐᶘ予測精度ᵼ高い)ᶘᶇᶖいᶻ
論文ᶲあᶻᵼᲢ決ᶮᶓᶏ基準ᶟ無い

Q2=1-PRESS/SS

・RSS (residual sum of squares) : 残差平方和

・SS(sum of squares) : 平方和

PLSᶗ計算ᶇᶏ予測値ᶘ実測値(目的変数y)ᶞ差ᶞ二乗和

実測値(目的変数y)ᶘ実測値ᶞ平均ᶞ差ᶞ二乗和

R2 = 1-RSS/SS

・PRESS (predicted residual error sum of squares) ：予測残差平方和

PLSᶗ計算ᶇᶏ予測値(LOOCV)ᶘ実測値(目的変数y)ᶞ差ᶞ二乗和
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予測値

y=x



R2,Q2ᶞ基準ᶞ例

• The literature suggests that R2 values of 0.67, 0.33, and 0.19 are 
substantial, moderate, and weak, respectively

• Q2 >0 implies the model has predictive relevance, whereas Q2 < 0 
represents a lack of predictive relevance.
• Using partial least squares in operations management research: A practical guideline and 

summary of past research

• Chin, W.W., 1998. The partial least squares approach to structural equation modeling. In: 
Marcoulides, G.A. (Ed.), Modern Methods for Business Research. Lawrence Brlbaum 
Associates, Mahwah, NJ, pp. 295–336. 

• Because R2 is embraced by a variety of disciplines, scholars must rely on a 
᳇∞∛∡∓∔᳈ ∞∡∘∑ ∛− ∠∔∡∙∎ ∞∑∓∍∞∐∕√∓ ∍√ ∍∏∏∑∜∠∍∎∘∑ ⇾2,with 0.75, 0.50, 0.25, 
respectively, describing substantial, moderate, or weak levels of predictive 
accuracy
• Partial least squares structural equation modeling (PLS-SEM) An emerging tool in business 

research

• Hair, J.F., Ringle, C.M. and Sarstedt, ⇹. ⇔⇞⇜⇝⇝⇕, ᳇P⇸⇿-⇿⇱⇹⇦ ∕√∐∑∑∐ ∍ ∟∕∘∢∑∞ ∎∡∘∘∑∠᳈, ⇶∛∡∞√∍∘ 
of Marketing Theory and Practice, Vol. 19 No. 2, pp. 139-151.

• Henseler, J., Ringle, C.M. and Sinkovics, ⇾.⇾. ⇔⇞⇜⇜⇥⇕, ᳇T∔∑ ∡∟∑ ∛− ∜∍∞∠∕∍∘ ∘∑∍∟∠ ∟∝∡∍∞∑∟ ∜∍∠∔ 
∙∛∐∑∘∕√∓ ∕√ ∕√∠∑∞√∍∠∕∛√∍∘ ∙∍∞∗∑∠∕√∓᳈, A∐∢∍√∏∑∟ ∕√ ⇵√∠∑∞√∍∠∕∛√∍∘ ⇹∍∞∗∑∠∕√∓, V∛∘. ⇞⇜, ∜∜. ⇞77-
320. 

• A robust model should have R2>0.5, Q2>0.5, and |R2-Q2|<0.2-0.3
• Predictive Approaches in Drug Discovery and Development: Biomarkers and In Vitro / In Vivo 

Correlations (Wiley Series on Technologies for the Pharmaceutical Industry)
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PLSᶞ回帰係数βを用いᶏ変数選択
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1( )−= 'b TT T'yy =
b

+ e

目的変数

T

k(潜在変数)

1( )−= 'β W PW by =
β

+ e

目的変数

X

説明変数 ᶏᶐᶇWᲢＰᶟᶍᶼᶎᶼ
各列ᵼ᷒ᷫ᷼Ḏwᶘpᶞ行列

bᶗᶟPLSᶞ各ᷜコ᷅ᶛ対ᶉᶻ係数ᶗあᶺᲢ元ᶞ変数ᶘᶞ関係ᵼ
不明ᶐᵼᲢβᶟ各変数ᶛ対ᶉᶻ係数ᶛᶚᶓᶖᵺᶺᲢこᶞ値ᵼ大ᵽ
ᶚ変数ᵼ回帰ḅᷪḎᶛ重要ᶚ変数ᶘ判断ᶗᵽᶻ



PLS回帰係数βᶞ導出
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=X TP'

右ᵻᶹWを掛けᶖ

=XW TP'W

右ᵻᶹ を掛けᶖ

1 1( ) ( )− −= =XW P'W TP'W P'W T

1( )−= =y Tb XW P'W b

ᶸᶓᶖ

1( )−=β W P'W b

=y Xβ
ᶘᶉᶼᶠ

1( )−P'W



VIP(Variable Importance in Projection)
   を用いᶏ変数選択ᶞ᷇Ḅーᷛ
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説明変数
PLS⑄コア

目的変数

PLSによる次元␆圧縮 (第2部)
(p変数→k変数)

重回帰分析

PLS回帰␆イメー⑃
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w b

目的変数ᶛ対ᶉᶻ
m番目ᶞᷜコ᷅ᶞ重要度b

m番目ᶞᷜコ᷅ᶛ対ᶉᶻ
変数jᶞ重要度w

i番目ᶞ変数

×

(y=Tb)

＝ 目的変数ᶛ対ᶉᶻ変数jᶞ重要度 VIP



VIPを用いᶏ変数選択

m : 潜在変数ᶞ数
w : PLSᶞ固有᷒ᷫ᷼Ḏ
p : 変数ᶞ数
SSm : bm

2tm’∠m

2

1

1

M

mj m

m
j M

m

m

w SS

VIP p

SS

=

=

=




j番目ᶞ変数ᶞ重要度

例えᶠᲢIl-Gyo ⇯∔∛√∓ ∑∠ ∍∘,  ᳇P∑∞−∛∞∙∍√∏∑ ∛− ∟∛∙∑ ∢∍∞∕∍∎∘∑ ∟∑∘∑∏∠∕∛√ ∙∑∠∔∛∐∟ ∣∔∑√ 
multicollinearity ∕∟ ∜∞∑∟∑√∠᳈, Chemom. Intell. Lab. Sys., 78 (2005) 103–112
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• m番目ᶞᷜコ᷅ᶞ重要度 SSm ： bm
2tm’∠m

回帰係数bm : m番目ᷜコ᷅ᶞ全ᶖᶞᷜコ᷅ᶛ対ᶉᶻ重要度(正 or 負)
各ᷜコ᷅tmᶞ分散 :  m番目ᶞᷜコ᷅ᶞᷳḌᷧキ

固有᷒ᷫ᷼Ḏwm• m番目ᶞᷜコ᷅ᶛᵺけᶻ変数jᶞ重要度 wmj 

×



回帰(判別)ḅᷪḎᶛᵺけᶻ変数ᶞ選び方ᶘ
主成分ᶮᶏᶟPLS負荷量ᶛᶸᶻ変数ᶞ選び方ᶞ違い

• PCA・PLS負荷量を用いᶏ変数ᶞ選び方
• 特定ᶞ成分(例えᶠPC1ᲢPC2)ᶞᷜコ᷅ᶛ着目ᶉᶻ
• 着目ᶇᶏ成分(例えᶠPC1ᲢPC2)ᶛ対ᶇᶖᲢ主成分負荷量・PLS負荷

量ᶞ値ᵼ大ᵽᶚ変数ᶛ着目ᶉᶻ
• 例えᶠᲢPC1ᶗᶟAla, PC2ᶗᶟGlyᵼᶍᶼᶎᶼ重要ᶚ代謝物

 

• PLSḅᷪḍンᷓᶞβやVIPᶛᶸᶻ変数ᶞ選び方
• 回帰(ᶮᶏᶟ判別)ḅᷪḎᶞ予測ᶛ影響を及ᶬᶉ変数を選ぶ

• 例えᶠᲢAlaᶘGlyᵼḅᷪḎᶛᶘᶓᶖ重要ᶚ代謝物

• VIPᶛ関ᶉᶻ説明
• ᳗VIP法ᶗᶟPLS-beta法ᶸᶺᶟ根拠ᶞあᶻ変数選択手法ᶘᶚᶓᶖいᶮᶉ．

ᶍᶞᶏᶱ，PLSᶗᶞ変数選択ᶗᶟVIP法を第一候補ᶘᶇᶖ用いᶻこᶘᵼ多
いᶗᶉ᳘
• 藤原幸一ᲢᷜḅーḎᷪータ解析ᶘ機械学習Ტオーḃ社 (2022)ᶸᶺ一部改変

• ᳇A ∙∍∖∛∞ ∐∞∍∣∎∍∏∗ ∛− ∠∔∑ V⇵P ∕√∐∑∤ ∕∟ ∕∠∟ ∘∍∏∗ ∛− ∠∔∑∛∞∑∠∕∏∍∘ 
background. (VIP ᶟ理論的根拠ᶛ欠けᶻ)

• Boulesteix AL, Strimmer K. Partial least squares: a versatile tool for the 
analysis of high-dimensional genomic data. Brief Bioinform. 2007 
Jan;8(1):32-44. ᶸᶺ引用
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ᷔḅḄᷫḍᷦ᷒ᷜᶞ研究例 (1)

• 試験内容ᶞ概要
• 酵母ᶛᶸᶻᷳ᷇オエタノーḎ(サᷫウキビᶚᶙᶞᷳ᷇オḁᷜᵻ

ᶹ生成さᶼᶻエタノーḎ)生産ᶛᵺいᶖᲢᷓḎコーᷜᶘエタ
ノーḎ濃度をᲢ近赤外᷽ᷜ᷒ᷫḎ(NIRS)ᷪータᵻᶹ推定ᶉᶻ

• ᷓḎコーᷜᶟ酵母ᶞ栄養源ᶗあᶺᲢ発酵生成物ᵼエタノーḎ
ᶗあᶻ

• 詳ᶇくᶟᲢB.Liebmann, A. Friedl, K.Varmuza, ᳇⇰∑∠∑∞∙∕√∍∠∕∛√ ∛− ∓∘∡∏∛∟∑ ∍√∐ ∑∠∔∍√∛∘ ∕√ 
∎∕∛∑∠∔∍√∛∘ ∜∞∛∐∡∏∠∕∛√ ∎∥ √∑∍∞ ∕√−∞∍∞∑∐ ∟∜∑∏∠∞∛∟∏∛∜∥ ∍√∐ ∏∔∑∙∛∙∑∠∞∕∏∟᳈, A√∍∘∥∠∕∏∍ Chimica 
Acta, 642(1-2), pp 171-178(2009)を参照

• ᷪータᶞ説明
• 説明変数：Ḍ᷇麦Ტ小麦ᲢᷫウḅḐコᷚを材料ᶘᶇᶖ᷅Ḏ

コーḎ発酵を行いᲢ波長領域ᵼ1115ᵻᶹ2285nmを近赤外
分光分析装置ᶗ測定ᶇᲢ得ᶹᶼᶏ吸光度ᶞ値ᶞ1次微分を
ᷪータᶘᶇᶖいᶻ
• 166サンプḎᲢ 235変数ᶞᷪータ

• 目的変数：ᷓḎコーᷜᶘエタノーḎᶞ濃度(g/L)を液体᷒Ḑ
ḁᷫᷓḌフ᷆ーᶗ測定ᶇᶏ得ᶹᶼᶏᷪータ
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PLS回帰(1)

• plsᷴᷦᷔーᷛᶘᷪータᶞ読ᶯ込ᶯ
library(pls)

library(chemometrics)

data(NIR) 

• ᷪータᶞ準備
X <- NIR$xNIR      

y <- NIR$yGlcEtOH[,2] # エタノーḎ

# y <- NIR$yGlcEtOH[,1] # ᷓḎコーᷜ

• ᷪータセᷦᷫᶞ分割(訓練3/4Ტᷩᷜᷫ1/4)準備
index <- seq(1,length(y),4)

23



PLS回帰(2)

• 訓練ᷪータ
X_train <- X[-index,]

y_train <- y[-index]
 

• PLS回帰ᶞ計算
pls <- plsr(y~., data=data.frame(X_train,y=y_train),20,

    validation="LOO", scale=TRUE)

• 潜在変数ᶞ数
PRESS <- as.vector(pls$validation$PRESS)

plot(PRESS, type="b")
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PLS回帰(3)

25

• 潜在変数ᶞ数
lvnum <- which.min(PRESS)  # 13
 



PLS回帰(4)

• ᷩᷜᷫᷪータ
X_test <- X[index,]

y_test <- y[index]
 

• ᷩᷜᷫᷪータᶞ予測
predicted <- predict(pls, ncomp= lvnum,  

        
   newdata=data.frame(X_test))

plot(y_test,predicted)
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PLS回帰(5)

• R2ᲢQ2

R2(pls, estimate = "train")$val[,,lvnum+1]

R2(pls)$val[,,lvnum+1] # cross-validation

R2(pls, newdata=data.frame(X_test, y=y_test))

    $val[,,lvnum+1] # test set

• 回帰係数β
beta <- pls$coefficients[,,lvnum]
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[参考] VIPᶞ計算

• オḍᷛᷭḎ
source("https://mevik.net/work/software/VIP.R")

 # plsᷴᷦᷔーᷛ開発者ᶞサ᷇ᷫᶸᶺ

pls <- plsr(y~., data=data.frame(X_train,y=y_train), 

 20,validation="CV", scale=TRUE, method = "oscorespls")

vip <- VIP(pls)[lvnum,]

• 修正
source("C:/R/vip.R") # oscoresplsをコḄンᷫ᷅ウᷫ

pls <- plsr(y~., data=data.frame(X_train,y=y_train), 

    20,validation="CV", scale=TRUE)

vip <- VIP(pls)[lvnum,]

28



ᷓḎコーᷜ濃度ᶞ予測

• データ␆準備、分割
• PLS回帰と␺ロ⑄バ⑵デー⑂ョン

•潜在変数␆数␆決定
• ␻⑶コー⑄濃度␆予測
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