
多変量解析ᶛ必要ᶚ基礎知識
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概要
•線形代数

• ᷒ᷫ᷼ルᲢ行列ᶞ˿算
• 固有値・固有᷒ᷫ᷼ル

•統計・確率
• 平均Ტ分散Ტ共分散Ტ相関
• t分布

•微分
• 偏微分

式ᵼわᵻᶹᶚくᶚᶓᶏᶘᵽᶟᲢ小ᶅい᷒ᷫ᷼ル(1行2列や2行1列)
や行列(2行2列)ᶗ考えᶻᶘわᵻᶺやᶉい

2



線形代数ᶞ基礎知識(1)

• 行列ᶞ和ᶘ差
R : matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, 
byrow=T)+matrix(c(5,6,7,8),nrow=
2, byrow=T)

a b p q a p b q

c d r s c r d s

+ +     
+ =     + +     

a b p q a p b q

c d r s c r d s

− −     
− =     − −     

R : matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, 
byrow=T)-matrix(c(5,6,7,8),nrow=2, 
byrow=T)

• ᷒ᷫ᷼ルᶞ和ᶘ差

     a b p q a p b q+ = + +

     a b p q a p b q− = − −

a p a p

b q b q

+     
+ =     +     

a p a p

b q b q

−     
− =     −     

Rᶗᶞ一例 : c(1,2)+c(3,4)

R : c(1,2)-c(3,4)

R : t(c(1,2))+t(c(3,4))

R : t(c(1,2))-t(c(3,4))
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線形代数ᶞ基礎知識(2)

  ca b ac bd
d

 
= + 

 
 a ac ad
c d

b bc bd

   
=   

   
1×2 2×1 1×1 (1) 2×1 1×2 2×2

• ᷒ᷫ᷼ルᶞ掛け算

• 行列ᶞ掛け算
a b p q ap br aq bs

c d r s cp dr cq ds

+ +     
=     + +     

2×2 2×2 2×2

R：c(1,2)%*%t(c(3,4)) R : t(c(1,2))%*%c(3,4)

R : matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, byrow=T)%*%matrix(c(5,6,7,8),nrow=2, byrow=T)
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線形代数ᶞ基礎知識(3)

• 行列ᶞ掛け算ᶞ注意点

a b p q ap br aq bs

c d r s cp dr cq ds

+ +     
= =     + +     

AP

p q a b pa qc pb qd

r s c d ra sc rb sd

+ +     
= =     + +     

PA

a b

c d

 
=  
 

A
p q

r s

 
=  
 

P ᶞᶘᵽᲢ

行列ᶞ掛け算ᶟᲢ掛けᶻ順番を変えᶻᶘ一致しᶚいᶃᶘᶛ注意
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線形代数ᶞ基礎知識(4)

•転置行列

a b
A

c d

 
=  
 

ᶞᶘᵽᲢAᶞ転置行列ᶟ '
a c

A
b d

 
=  
 

R : t(matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, byrow=T))

• 対称行列

行列ᶘᶍᶞ転置行列ᵼ一致ᶉᶻ

a b
B

b d

 
=  
 

ᶞᶘᵽᲢBᶞ転置行列ᶟ '
a b

B
b d

 
=  
 

'B B=
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線形代数ᶞ基礎知識(5)

• 逆行列
a b

A
c d

 
=  
 

ᶞᶘᵽᲢAᶞ逆行列ᶟ 1 1 d b
A

c aad bc

− − 
=  −−  

R : solve(matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, byrow=T))

• 単位行列
1 0

0 1
I

 
=  
  R : diag(2)

1 0

0 1

a b a b
AI A

c d c d

     
= = =     
     

行列Aᶘ単位行列Iを掛けᶻᶘ行列Aᶛᶚᶻ

• 単位行列ᶞ性質(1)

単位行列ᶞ積ᶗᶟᲢAI=IAᵼ成ᶺ立ᶔ
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線形代数ᶞ基礎知識(6)

1 1

1 01

0 1

a b d b
AA

c d c aad bc

ad bc ab ab
I

cd dc bc adad bc

− −   
=    −−    

− − +   
= = =   − − +−    

• 単位行列ᶞ性質(2)

行列Aᶘᶍᶞ逆行列を掛けᶻᶘ単位行列Iᶛᶚᶻ

• 固有値・固有᷒ᷫ᷼ル

a b x x

c d y y


     
=     

     
を満ᶏᶉλを固有値Ტ

x

y

 
 
 

を固有᷒ᷫ᷼ル

ᶘいう
R : eigen(matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, byrow=T))
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線形代数ᶞ参考知識(1)

᷒ᷫ᷼ルᶛ行列を掛けᶻ操作
a b x

c d y

   
   
   

0 1 2 1

1 0 1 2

− −     
=     

     
(2,1)

(-1,2)

0 x

例
点を別ᶞ場所ᶛ移ᶉ

ᶟᲢ点を別ᶞ場所ᶛ移ᶉᶃᶘを意味しᶖいᶻ

移動前 移動後

0 x

y

固有᷒ᷫ᷼ルᶟᲢ

a b x x

c d y y


     
=     

     

同一線上ᶛ点を移ᶉ
特殊ᶚ᷒ᷫ᷼ル

9



線形代数ᶞ参考知識(2)

•回転行列 cos sin

sin cos

 
 

− 
 
 

1 2

1 2

cos sin

sin cos

x x

y y

 
 

−     
=    

     

θ (x1,y1)

(x2,y2)

0 x

y

cos 90° sin 90° 2 0 1 2 1

sin 90° cos 90° 1 1 0 1 2

− − −         
= =         

         

90°回転

(2,1)

(-1,2)

0 x

y
回転ᶞ例

回転前 回転後

(2変数ᶞ場合)
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統計ᶞ基礎知識(1)

•平均

• 分散

1 2

1

1 n
n

i

i

x x x
x

n n


=

+ + +
= = ฀

(不偏)分散

R：mean(c(1,2,3,4,5))

( )22

1

1

1

n

i

i

x x
n


=

= −
− 

R：var(c(1,2,3,4,5))

• 標準偏差
(不偏)標準偏差 ( )2

1

1

1

n

i

i

x x
n


=

= −
− 

R：sd(c(1,2,3,4,5))
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統計ᶞ基礎知識(2)

•共分散

• (᷷アソン)相関係数

( )( )
1

1
cov( , )

1

n

i i

i

x y x x y y
n =

= − −
− 

R： x <- c(1,2,3,4,5); y <- c(3,2,1,4,5)
cov(x,y)

( )( )

( ) ( )
1

2 2

1 1

1

cov( , ) 1
co ( , )

var( ) var( ) 1 1

1 1

n

i i

i

n n

i i

i i

x x y y
x y n

rr x y
x y

x x y y
n n

=

= =

− −
−= =

− −
− −



 

R： x <- c(1,2,3,4,5); y <- c(3,2,1,4,5)
cor.test(x,y)
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確率ᶞ基礎知識(1)
頻
度

R : x <- c(1,2,2,3,3,4,5,4,3,1)
hist(x, breaks=6)

ヒᷜᷫᷓラムᶟᲢᶍᶼᶎᶼᶞ値ᵼᶙᶞくᶹいᶞ頻度ᶗ起ᶃᶻᵻ
を表しᶏᷓラ᷸

R : hist(rnorm(10000), breaks=100)

0付近ᵼ起ᶃᶺやᶉい
3ᵼ出やᶉい

滅多ᶛ
起ᶃᶹᶚい
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確率ᶞ基礎知識(2)

Student t検定(2群ᶞ平均値ᶞ差)

• t分布

相
対
頻
度

t値(統計量)

起ᶃᶺやᶉい

滅多ᶛ
起ᶃᶹᶚい

相関係数

( 1) ( 1) 1 1

2

x y

X Y
t

m U n U

m n m n

−
=

− + −  + + −  

t分布ᶛ従うᶃᶘを利用しᶖᲢ
差や相関ᶞ起ᶃᶺやᶉᶅを調べᶻ

ᶃᶘᵼ出来ᶻ

2

2

1

r n
t

r

−
=

−

p-value : ᷪータᵻᶹ計算しᶏ差や相関ᵼᲢ
   ᶙᶞ程度ᶞ確率ᶗ起ᶃᶻᵻᶞ指標
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微分ᶞ基礎知識(1)

•微分

f(x)=ax+bᶞxᶗᶞ微分 df=a

• 偏微分

f(x,y)=ax+byᶞxまᶏᶟyᶗᶞ偏微分

( , )f x y
a

x


=


( , )f x y

b
y


=


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微分ᶞ基礎知識(2)

•᷒ᷫ᷼ルᶞ偏微分

1 11 12 1

2 21 22 2

t x x w

t x x w

     
=     

     

1 11 1 12 2t x w x w= +

2 21 1 22 2t x w x w= +

1
11

1

t
x

w


=


1

12

2

t
x

w


=



2
21

1

t
x

w


=


2

22

2

t
x

w


=



1 1

1 2 11 12

21 222 2

1 2

t t

w w x x

x xt t

w w

  
      =      
   

᷒ᷫ᷼ルtᶞ᷒ᷫ᷼ルwᶛᶸᶻ偏微分ᶟᲢ

wᶗ偏微分


=


t

X
w

t=Xw
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主成分分析ᶞ理論(詳細)
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主成分分析ᶟᲢ群情報を利用しᶚい方法

第一主成分軸

変数1

変数2
2変数ᶗᶞ例

＝主成分ᷜコア射影

原点ᵻᶹ
○まᶗᶞ距離

第一主成分軸

主成分ᷜコアᶞ分散ᵼ最大ᶛ
ᶚᶻᶸうᶛ主成分軸を決めᶻ

ᶠᶹᶔᵽ

第二主成分軸
他ᶞ主成分軸(第一主成分軸)ᶘ
直交ᵻᶔ分散ᵼ最大方向
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主成分分析ᶟᲢᷜコアᶞ分散を最大化ᶉᶻ方法

w

w
x

wx

wxx
x

i

i

ii

i
=


== cosit

wx

wx

i

i


=cos

xi=(xi,yi) w=(w1,w2)’

ti

Θ

第一主成分軸

2
1

2

'

1

1''

1

1
)(

w

XwX'w

w

wxxw
t

ii

−
=

−
= 

= nn
Var

n

i

wXwX' =
−1
1

n

第i主成分軸: i番目ᶛ大ᵽい固有値
ᶛ対応ᶉᶻ固有᷒ᷫ᷼ルw

主成分ᷜコアᶞ分散を最大化

22

iii yx +=x

主成分ᷜコア

変数1

変数2

ᵼ最大ᶛᶚᶻwを計算
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主成分分析

測定ᷪータ(行列) X

11 12 13 14 1

21 22 23 24 2

1 2 3 4

p

p

n n n n np

x x x x x

x x x x x

x x x x x

 
 
 
 
 
  

฀
฀

฀฀฀฀฀฀
฀

サンプル1ᶞᷪータ

変数1ᶞᷪータ

(波長Ტ代謝物ᶚᶙ)

(縦)᷒ᷫ᷼ル

(横)᷒ᷫ᷼ル

11 12

21 22

1 2n n

t t

t t

t t

 
 
 
 
 
 

฀฀

サンプル1ᶞᷜコア

第1主成分 t

主成分分析

主成分ᷜコア(行列)
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2変数ᶗᶞ単純ᶚ例

11 12

21 22

1 2n n

x x

x x

x x

 
 
 
 
 
 

฀฀

変数1

変数2

x21

x22

ᷪータ行列

サンプル2

1

2

n

t

t

t

 
 
 
 
 
 

฀

変数1

変数2
第1主成分軸

t2

第1主成分ᷜコア
(縦)᷒ᷫ᷼ル

主成分分析
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2変数ᶗᶞ単純ᶚ例

x2=(x21, x22)

t2Θ

第一主成分軸

2 2

2 21 22x x= +x

主成分ᷜコア

変数1

変数2

2 cost =
2
x

2cos
t =
2
x

2 2

2 21 22x x= +x

Θ

t2

cosᶞ定義ᵻᶹ

x21

x22

三平方ᶞ定理ᶸᶺ

ᷪータ ?
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2変数ᶗᶞ単純ᶚ例

2

2

cos 
=
x w

x w
2 2 cos =x w x w

x2=(x21, x22)

t2

Θ

第一主成分軸

2 2

2 21 22x x= +x

主成分ᷜコア

変数1

変数2

᷒ᷫ᷼ルᶞ内積ᶞ定義ᶸᶺᲢ

w1

w2

Θ

w=(w1, w2)

x2

w 2 2
2

2

cost   
= = =

2 2

x w x w
x x

x w w

前᷽ーᷛᶞ式ᶛ代入しᶖ

23



主成分分析ᶟᲢᷜコア分散を最大化ᶉᶻ方法

2 2
1 1

' '1 1 1
( ) ' '

1 1

n n

i i

var
n n= =

 
= =  − −  

 i i

i i

w x x w
t w x x w

w w

変数1

変数2

x21

x22

第一主成分軸 w

2 2
2

2

cost   
= = =

2 2

x w x w
x x

x w w

第一主成分軸

ᶠᶹᶔᵽ

t2

主成分ᷜコアᶞ分散

2 2 2 2 2

1 2 3 11

1

1 1
var( )

11 1 1

n

i

i

t t t t t
n =

= + + + + =
− − t ฀
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主成分分析ᶞ導出(1)

1

'
n

i=
 i i
x x ᶛᶔいᶖ考えᶻ

   
2

11 12

1 1 2 2 11 21 12 22

1 21 22

2 2 2 2

11 11 21 12 12 22 11 12 11 21 12 22

2 2 2 2

21 11 21 22 12 22 21 11 22 12 21 22

' ' '
i

x x
x x x x

x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

=

   
= + = +   

   
     + +

= + =     + +     

 i i
x x x x x x

2サンプル2変数ᶞ単純ᶚ場合ᶛᶔいᶖ考えᶻᲣ

ᶃᶃᶗᲢ 11 12

21 22

x x
X

x x

 
=  
 

サンプル1

変数1

ᶘᶉᶻᶘᲢ

2 2
11 21 11 12 11 21 11 12 21 22

2 2
12 22 21 22 12 11 22 21 12 22

'
x x x x x x x x x x

X X
x x x x x x x x x x

 + +   
= =      + +     
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主成分分析ᶞ導出(2)

2 2
1

1 1 1 '
( ) ' '

1 1

n

i

var
n n=

 
= = − − 

 i i

w X'Xw
t w x x w

w w

ᶃᶞ値を最大化ᶉᶻᶸうᶚwを求めᶏい

2

1 '

1n −
w X'Xw

w

最大
2
1=w ᶗ固定

ᶘᶉᶻᶘᲢラᷓランᷛュ乗数法ᶸᶺᲢ

᳇∔∠∠∜∟:⇛⇛∖a⇚w∕∗∕∜∑∐∕a⇚∛∞∓⇛w∕∗∕⇛ラᷓランᷛュᶞ未定乗数法᳈

21
' (1 )

1
J

n
= + −

−
w X'Xw w

26

Jᵼ最大ᶛᶚᶻwを求めᶼᶠ良い



主成分分析ᶞ導出(3)

1
2 2 0
1

J

w n


= − =
 −

X'Xw w

Jをwᶗ偏微分しᶖ0ᶘᶉᶻᶘ

整理ᶉᶻᶘᲢ主成分分析ᶟ次ᶞ式ᶗ書けᶻ

1

1n
=

−
X'Xw w

ᶸᶓᶖᲢ行列 ᶞ固有値・固有᷒ᷫ᷼ルを計算ᶉᶼᶠᶸい
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1

1n −
X'X

分散・共分散行列
ᷪータをautoscalingしᶏ時ᶟ相関係数行列

11 12

21 22

r r

r r

 
 
 

変数1ᶘ2ᶞ相関係数



Rᶗᶞ解析
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Rᶗᶞ解析(᷒ᷫ᷼ルᶞ代入ᶘ˿算)

•᷒ᷫ᷼ルᶞ代入
• X <- c(1,2,3,4,5)

• Y <- c(6,7,8,9,10)

• ᷒ᷫ᷼ルᶞ四則˿算
• ᷒ᷫ᷼ルᶞ足し算 X+Y

• ᷒ᷫ᷼ルᶞ引ᵽ算 X-Y

• ᷒ᷫ᷼ルᶞ掛け算 t(X)%*%Y

• ᷒ᷫ᷼ルᶞ要素同士ᶞ計算
• 掛け算 X*Y

• 割ᶺ算 X/Y

29

 

6

7

1 2 3 4 5 1308

9

10

 
 
 
  =
 
 
  

 6 14 24 36 50



Rᶞ基本(行列ᶘ行列ᶞ掛け算)

•行列
matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, byrow=T)

•行列ᶞ掛け算
matrix(c(1,2,3,4),nrow=2,byrow=T)

%*%matrix(c(5,6,7,8),nrow=2, byrow=T)

•行列ᶞ要素ᶄᶘᶞ掛け算
matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, byrow=T)

*matrix(c(5,6,7,8),nrow=2, byrow=T)
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1 2

3 4

 
 
 

1 2

3 4

 
 
 

5 6

7 8

 
 
 



Rstudioᶗᶞ᷒ᷫ᷼ルᶘ行列ᶞ˿算ᶞ結果
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᷒ᷫ᷼ルᶘ行列ᶞ掛け算

  ca b ac bd
d

 
= + 

 
 a ac ad
c d

b bc bd

   
=   

   
1×2 2×1 1×1 (1) 2×1 1×2 2×2

• ᷒ᷫ᷼ルᶞ掛け算

• 行列ᶞ掛け算
a b p q ap br aq bs

c d r s cp dr cq ds

+ +     
=     + +     

2×2 2×2 2×2

R：t(c(1,2))%*%c(3,4) R : c(1,2)%*%t(c(3,4))

R : matrix(c(1,2,3,4),nrow=2, byrow=T)%*%matrix(c(5,6,7,8),nrow=2, byrow=T)
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Rᶗᶞ主成分分析(prcompを使わᶊ計算)

33

•ᷪータᶞ準備
library(chemometrics)

data(NIR)

X0 <- NIR$xNIR # NIRS

X <- scale(X0) 

•固有᷒ᷫ᷼ル
w <- eigen(t(X)%*%X/(nrow(X)-1))

v1 <- w$vectors[,1]

•特異値分解
w <- svd(X/sqrt(nrow(X)-1))

v1 <- w$v[,1]



Rᶗᶞ主成分分析(prcompを使わᶊ計算)

•主成分ᷜコア
PC1_score <- X%*%v1 # PC1

v2 <- w$vectors[,2]

PC2_score <- X%*%v2 # PC2

•寄与率
PC_score <- X%*%w$vectors

cr_var <- apply(PC_score,2,var)/

sum(apply(PC_score,2,var)) # 寄与率

cumcr <- cumsum(cr_var) # 累積寄与率
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